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Mathematische Modellierung von Elektrolytkonden-
satoren

WERNER BARTHEL und EBERHARD LANCKAU
Technische Universitat Chemnitz-Zwickau

Zusammenfassung

Diese Arbeit beschrinkt sich vor allem auf Festkérperclektrolytkondensatoren (FIK). Da sie
das wirtschaftlich wertvolle Tantal enthalten, ist dic Untersuchung von I'LK von giinstiger
geometrischer Geslalt von Intercsse. Gearbeitet wird mit cinem cinfachen Modell, das von
LANGER [12] und LANCKAU [11] aufgestellt wurde. s wird untersucht, wic die Form-
gebung der FEK die fiir die Prazis wichtigen Kenngréfien beenflufil. Insbesondere wird der
mehrfach geschlitzte Kreiszylinderkondensator (KZK) betrachtet und mil dem ungeschlitzien
KZK verglichen.

Mathematisch geschen handell es sich wm die Untersuchung der Helinholtzgleichung mit
Randbedingungen evster Art an den Oberflichen beliebig geformter Korper, insbesondere
geschlitzte KZK en. Die Belrachtung von Randwertproblemen dieser Art isl auch bei anderen
naturwissenschaftlich-technischen Problemen von Inleresse.
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Bezeichnungen und Symbole

A Fliche

a Quotient aus Innen- und AuBlenradius

Ag MabBzahl der Oberfliche von A

C Kapazitit

c spezifische Kapazitit

DG Differentialgleichung

A Laplace-Operator

FEK Festkorperelcktrolytkondensator

fe Grenzfrequenz, Ubergang von mittleren zu groBen Frequenzen Abs. 3.3
Sirit kritische Frequenz entspricht etwa f; Abs. 3.3
®(p) Abs. 4.2.1

®,, &_ Abs. 4.2.3

gr Konstante Abs. 1 und 4.3

v := 5(w) Materialgleichung (1.4), (1.5)

I’ Menge der ganzen Zahlen

I'.. gekriimmte Flache Abs. 1

H 1I6he eines Kondensators

I Stromstarke (1.7)

i imaginére Einheit

Ju(z) Besselfunktion

j Stromdichtevektor

k von der Kreisfrequenz w abhéingige Grofic (1.4)
KZK Kreiszylinderkondensator

A, Ax Bigenwert (4.22)

N,(z) Neumannsche Funktion

p,P? = pH R? nur von der geometrischen Gestalt eines Kondensators abhangige Grofie, Abs.

3.1

p dimensionslose GroBe, (3.4)

q, @ = ¢I? nur von der geometrischen Gestalt eines Kondensators abhiingige GroBe, Abs.

3.1
q dimensionslose Grofe, (3.4)

R ZylinderauBlenradius

Rs = S Olunscher Widerstand des Kondensators

R;, R,, R. Radien, Abs. 4.2.0

R(r) s. (4.19)

R™ m-dimensionaler euklidischer Raum

R;; Materialkonstante (4.43)

p Materialkonstante (1.4), Abs. 4.3

RWP Randwertproblem

T:=-Ina

tané Verlustfaktor (ist frequenzabhingig)

tan 8o, Materialkonstante (1.5), Abs. 4.3

7 Eigenwert

U Potential, Losung des Randwertproblems von Abs. 1
U, U Lésungen der Randwertprobleme (4.17),(4.18)
Vs Sinterkérpervolumen, Abs. 1

w,W = wh? nur von der Gestalt cines Kondensators abhéingige GréBen, Abs. 3.1
w dimensionslose GroBe, (34)

w Kreisfrequenz

z=Inr

Z Impedanz

0 Einleitung

Die vorlicgende Abhandlung soll ein Beitrag zu einer mathematischen Behandlung von Elek-
trolytkondensatoren - insbesondere von Festkorperelektrolytkondensatoren (FEK) - sein.
Dabei geht es weniger um aktuelle Trends in der Elektrotechnik - das sei dem Elektro-
techniker tiberlassen - als um die grundlegenden mathematischen Methoden, die z. B. der
Elektroingenieur benutzt.

Im Zuge der Miniaturisierung von elektronischen Bauelementen werden Kondensatoren ho-
her Kapazititsdichte gefordert, die in einem breiten Temperaturbereich mit groBer Zu-
verldssigkeit arbeiten und deren Kapazitit in einem groBen Frequenzintervall konstant ist.
In diesen Eigenschaften sind Tantal-FEK - auch wenn man den hohen Weltmarktpreis von
Tantal in Rechnung stellt - uniibertroffen.

Die Anode des Tantal-FEK hat oft die Gestalt eines langen Kreiszylinders, der, damit eine
groBe Oberflache entsteht, porés ist und (u. a.) aus feinen Tantalpartikeln besteht (RINT

(16]).



Etwas schematisiert entsteht vom realen Kreiszylinderkondensator (kiinftig kurz KZK) fol-
gendes Bild (s. Bild 0.1):

porises Anoden matesal

(Sinterkorper)
; konbaktsert :
“Potential” O “u, ) =lye’ HE
\ s ("PoMH“[ua)
S E —
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Bild 0.1:Realer Kreiszylinderkondensator (schematisiert)

Bild 0.2 zeigt mit dem Rasterelektronenmikroskop betrachtetes poréses Anodenmaterial:

Bild 0.2:Pordses Anodenmaterial Bild 0.3: Geschlitzte Anode (gesagt)

Eigenschaften von FEK und Probleme der FEK-Herstellung werden von LANGER. [12]
eingehend behandelt. Wiinschenswert ist z. B., daB der Tantal-FEK - bei gleichem Tan-
taleinsatz - eine moglichst groBe Kapazitit Cy aufweist, die bis zu einer méglichst groBien
Frequenz, wir wollen sie die Grenzfrequenz fi nennen, konstant ist. Das ist natiirlich nur
annihernd realisierbar(.In der Praxis wird statt fg die sogenannte kritische Frequenz fir
definiert als der Wert der Frequenz, bei dem die Kapazitit z. B. auf 90% von (y abgesun-
ken ist). Ferner sollten der Verlustwiderstand S und der Verlustfaktor tané fiir praktisch
interessierende Frequenzen im Bereich konstanter Kapazitdt Co moglichst klein scin.

Anregungen zu vorliegenden Untersuchungen gaben im damaligen VEB Kondensatorenwerk
Freiberg durchgefiihrte Messungen. Dabei wurde der EinfluB eines in cinen langen KZK

gesdgten Schlitzes auf die KondensatorkenngréBen diskutiert (BOUME/LAUE (8])-

In vorliegender Arbeit werden cinige wesentliche KenngroBen von Tantal- FEK beliebiger
geometrischer Gestalt untersucht (Abschuitt 3).Dafiir sind anpalytische Verfahren besonders
geeignet, da sie die Losungen explizit angeben kénnen.

In Abschnitt 4 werden Eigenschalten langer Kondensatoren fiir verschiedene geometrische
Konfigurationen diskutiert. Eine zentrale Stellung nimmt dabei der M-fach geschlitzte KZK
cin, der in [1] (fir den Sonderfall M=1) cingehend behandelt wurde.

Zur Abrundung werden in Abschnitt 5 cinige Sounderfélle endlich langer KZKen behandelt.

Anliegen von Abschnitt 6 (Anhang) ist es, zu zeigen, da die Ergebnisse von Abschnitt 4.4
bereits eindimensional verstandlich sind. Das ist ein wichtiger Hinweis fiir ihre physikalische
Realitat.

An dieser Stelle set erwahnt, daB generell der BinfluBl des Magnetfeldes vernachlissigt wurde.
Dadurch reicht die Helmholtz-Gleichung mit skalarem Potential aus. lixakte Betrachtun-
gen mit Einbeziehung des Magnetfeldeinflusses, also des Vektorpotentials, miissen spiteren
Untersuchungen vorbehalten werden.

1 Das mathematische Modell

Betreffs der Gewinnung des mathematischen Modells sei auf die Literatur verwiesen. Vor-
gegeben ist cin zweifach zndammenhingender Bereich B € E* mit dem Rand 91’ = [ U T,
Dabei ist £ der dreidimensionale euklidische Raum. 'y und I'; sind geschlossene und glatte
IYlachen. Der Bereich B schlieBe das Volumen

Wik :=/‘[/dv

ein.

Vs ist dabei das Volumen der pordsen Anode, dic man wegen des Herstellungsverfahrens
auch Sinterkérper nennt. Nach (L], [12] und [7] ist die Losung U(7) der Helmboltzgleichung

(A+ kU =0in BC I? (1.1)

zu ermitteln, die den Randbedingungen

Up, =1 und (1.2)

geniigt. Dabei wurde die Amplitude Up der an I'; angelegten Wechselspannung auf 1 nor-
miert. k? ist eine komplexe Gréfle, die sich nach

—k% = cpw(y + 1) mit y = y(w) (1.4)

berechnet. Die genaue Gestalt der Bezichung v = y(w) entnimmt man (z. B. mechanischen)
Modellen iiber die Struktur des Elektrolyten. Die imaginire Einheit ¢ rithrt davon her, daf§
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an die Elektrode I'; die Wechselspannung uo(t) = Upexp(iwt) der Kreisfrequenz w = 2xf an-
gelegt wurde. Dabei ist f die Frequenz. So geht die Wellengleichung des elektromagnetischen
Problems in (1.1) iiber.

In unseren Zahlenrechnungen (Abschnitt 4.3) verwenden wir die von Langer verschiedentlich be-
nutzte Beziehung

Yw) = glj + tanép; . (1.5)

¢, p und tan 6y, sind dabei im wesentlichen Materialkonstanten (g, siche (4.43)). Aundere
Beziehungen als (1.5) geben eventuell die Realitdt besser wieder. Wir méchten aber hier
nur die mathematischen Methoden erlautern. Trends bzw. aktuellere Aussagen miissen dem
Anwender iiberlassen bleiben.

Bemerkung:

Im Modell wird der EinfluB des magnetischen Feldes vernachlassigt. Das ist fiir nicht zu hohe
Frequenzen und nicht zu "kantige”geometrische FFormen der porosen Anode vertretbar. Iiir
uns bedeutet das, daB wir mit dem skalaren Potential U arbeiten diirfen, wahrend generell
das Vektorpotential des magnetischen Feldes hinzukommt.

Den Anwender interessieren aus U(7) abgelcitete GroBen wie die Kapazitit C, der Ohmsche
Widerstand S und der Verlustfaktor tan é, die Funktionen der Kreisfrequenz w sind. Diese
reellen GréBen lassen sich aus U(F) unter Verwendung des Stromdichtevektors

i=3(® =—-1/pgrad U, (1.6)
aus der Stromstirke I mit dem GauBschen Integralsatz und (1.1)
I= JdA = —1/p AUdY =k /p Udv (1.7)
[ J543=-sif | f v 1o

und der Impedanz Z = Up/I = 1/1 , dic samtlich komplex sind, berechnen nach

1 Re Z
) = i = /Y = - 1.8
C g S5 Re Z, tané 7 (1.8)

2 Einige Begriffe

Bevor wir auf die Frgebnisse fiir Kondensatoren beliebiger Geometrie eingehen, fithren wir
cinige Voraussetzungen, Begriffe und Bezeichnungen ein.

Die qualitativen Eigenschaften der Losungen von (1.1) bis (1.3) sind wesentlich vom Betrag

von k? abhingig. Mittlere Kreisfrequenzen  w (kurz mittlere w ) oder - was hier gleichwertig

sein moge - miltlere Frequenzen f( mittlere ) sollen vorliegen, wenn die Bedingungen
2R <1 (2.1)

und

Y < (2.2)

erfiillt sind. Dabei sei R ein MaB fiir die lincare Ausdehnung des Kondensators, etwa

R = \/Vsk,

wenn keine Ausdehnung des Korpers bevorzugt ist.

In den Anwendungen werden andererseits oft gerade Kondensatoren beliebigen Querschnitts
B, C £ der Héhe H verwendet. Bei cinem geraden langen Kondensator, d. h. bei einem
Kondensator, dessen Querschnittsflacheninhalt

Ay, < I?

ist, wird man

R=\/An, g

wihlen.

Bei cinem flachen Kondensator, dessen parallele Flichen (die durchaus gekriimmt sein
diirfen) einen Abstand 11 voneinander haben, ist I <« R.

Bei kleinen w gelte (2.1), wihrend (2.2) wegen des Pols von vy an w = 0 verletzt ist(vgl.

(1.5)). 5

¥

Bei grofien w gelte
| K | = cporpn > 1. (2.3)

(Dabei wurde die Bezichung (1.4) benutzt). rp,;, ist der kleinste Kriimmungsradius der
Flachen I'y und I';.

Bemerkung 1:

Wihrend (2.1) die sichere Anwendbarkeit der Taylorformel garantiert, d. h. die Entwick-
lung von U(r) nach Potenzen von k* (vgl. [1] und [7]), ist die Bedingung (2.2) fir die
physikalischen Eigenschaften des Kondensators wesentlich (siche Abschuitt 3).

Bemerkung 2:

Die Bedingung (2.3) ist nicht so einschneidend, wie es auf den ersten Blick erscheinen
mag: Einerseits treten wegen der Porositat des Sinterkorpers auch an den "Kanten” keine
Kriimmungsradien rpi = 0 auf. Andererseits ist es - vom hier betrachteten theoretischen
Standpunkt aus - nur ein technisches Problem, r,.;, durch Abschleifen der Kanten etwas zu
vergrofiern.



3 Kondensatoren beliebiger Geometrie

3.1 Kleine und mittlere Frequenzen

Fiir kleine und mittlere w 1aBt sich die Impedanz Z = Up/I = 1/1 bis zur GréBenordnung
von k* genau in die Form

. 4 4
Z = (K2P(1 + Qk? + Wk2)) (3.1)

bringen.

Dabei sind P, Q und W GréBen, dic nur von der (Geometrie des Kondensators | also nichl
von der Frequenz der an den Kondensator angelegten Wechselspannung abhingen.

Zum Beweis entwickeln wir U(#,k?,k? fiir nicht zu grofie [k2R?| (praziser fir [k?/2%| < 1) nach
Potenzen von k? bzw. k%

U(7, k2, k%) = Uo(7) + K*Ur(7) + K*Ua(7). (3.2)

Dabei sind Uyn(7), fiir n = 0, 1, 2 reelle Feldfunktionen. Linsetzen von (3.2) in Z = 1// fiihrt mit
(1.7) zu (3.1). Dabei wurden die Symbole

p::///u[,mdv, Q::///U.(F}:IV, w;:///uz(mv (3.3)
B B B

verwendet.
Bemerkung: A

Im Fall der Kreissymmetrie fithren wir die Bezeichnungen

P=pHR? Q=qR* und W = wh? (3.4)
cin. Dabei sind p, q und w nur noch von Winkeln und Quotienten von Lingen, also
dimensionslosen GroBen, abhingig.

Beispiele :

1. Beim langen ungeschlitzten KZK (Abschnitt 4.1) ist w=0, wihrend p und q nur noch
vom Quotienten a aus Innen- und AuBenradius abhdngen.

2. Im Falle des langen M-fach geschlitzten KZK (Abschnitt 4.2) hangen diese GroBen vom
(")ﬂ'nungswinkcl a, der Spaltanzahl M und dem Quotienten a aus Innen- und AuBenradius
ab (Bilder 4.3 und 4.4).

Fiir mittlere w folgt aus (1.8), daB die Kapazitit C' = Pc (nidherungsweise) eine Konstante
C() ist:

C = Pc = Cp. (3.5)

Diese Konstanz der Kapazitit eines belicbigen Elektrolytkondensators, nicht nur des ‘l'an-
tal-Festkorper-Elcktrolytkondensators, ist die Grundlage fiir dessen technische Anwendung.
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Bemerkung 1:

Die Kapazitit fiir kleine w interessiert normalerweise den Praktiker nicht. Z. B. ist in
Abschnitt 1.3 die Kapazitat fiir £ > 107%s7" praktisch konstant.(Der Verlauf fiir kleine f
wird in den Bildern nur der Vollstandigkeit halber mitgezeichnet).

Bemerkung 2:

Fiir einen nicht unwesentlichen ‘Teilbereich des mittleren Frequenzintervalls gilt fiir den
Widerstand S und den Verlustfaktor tan é

s P ()

S==(Q—-H — 3.

S @~ W .~ ] (3.6)
und

tand = (Q — W)epw + y(w) = (Q — W)cpw + tan by, . (3.7)

Die Giiltigkeit dieser leicht ableitbaren Beziehungen wird aus dein Kurvenverlauf (Bilder 4.8 und
4.9 im Abschnitt 4.3) deutlich. Daf} die Giiltigkeitsbereiche von (3.5) bis (3.7) so verschieden sind,
hingt mit der Singularitit von y(w) an w = 0 (s. (1.5)) zusammen.

3.2 Grofle Frequenzen

iir groBe F'requenzen berechnet sich die Impedanz nach [4] fiir eine groBe Vielfalt geome-
trischer Formen von Kondensatoren zu

. 4
4= ‘
ikAp (3:8)

Dabei ist Ag der Flacheninhalt der Oberfliche von I'y. Iy ist die Elektrode, an der das
Potential 1 anliegt (priizis: die sinusférmige Wechselspannung der Kreisfrequenz w der Am-
plitude Uy, die oben auf | normiert wurde). Physikalisch entspricht (3.8) dem Skineffekt.

Bemerkung

Vou den beiden méglichen Werten fiir k, die sich aus (1.4) ergeben, ist der mit Re & > 0 aus-
zuwihlen. Nur so erhalten wir fiir die Kapazitit C und den Widerstand S positive GréBen, wie es

physikalisch scin muB.

Aus (3.8) folgt nach (1.8)
Crw? §aw ™ und tand=1—¢ (3.9)

fiir € > 0.

3.3 Der Ubergang von mittleren zu grofien Frequenzen

Nach dem hier verwendeten Losungsverfahren des Randwertproblems (1.1) bis (1.3) ist der
Verlauf der Kurven von C, S und tané als Funktionen von f nach Abschnitt 3.1 nur fiir
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(kleine und) mittlere f und nach Abschnitt 3.2 nur fiir groBe f garantiert. Die (genéherten)
Funktionswerte im dazwischenliegenden Bereich miissen nach einer Matching-Prozedur -
etwa nach LAGERSTROM [10] oder nach FRAENKEL [9] - gewonnen werden, die z. B.
glatten Ubergang und Vertréglichkeit mit (1.1) bis (1.3) garantiert.

Der auffallend geradlinige Verlauf von C(f) auf doppelt logarithmischem mm-Papier in den
Bildern 4.6 und 4.7 legt nahe, beide Geraden - iiber ihren eigentlichen Giiltigkeitsbereich
hinaus - zu verlingern und die Grenzfrequenz fg als Abszisse der Schnittstelle zu gewinnen.

Wir beschreiben nun, wie wir den (glatten) AnschluB fiir S(f) erhielten. Sei y := g S,z :=
lg f. Der gesuchte Kurvenverlauf y = y(z) sei fiir mittlere f

y(z) = yu(z) fiir z < z; und y(z) = y(z) fir z < 2 (3.10)

fiir groBe f, wobei y,(z) bzw. y(z) den Kurvenverlauf fiir mittlere bzw. groe Frequenzen
darstellen. z, und z sind dabei solche Werte von x, fiir die die oben gewonnenen Bezie-
hungen fiir mitilere und groBe f noch geniigend genau gelten. Das Symbol ” & ” soll dabei
bedeuten: 1.Ubereinstimmung der y-Werte mit einer Genauigkeit von p% (z. B. 3%), 2.
Ubereinstimmung von y'(x) mit ¢% Genauigkeit (z. B. 5%).

Fiir z; < z < z2 wurde y(z) aus dem Polynomansatz
y = a+ bx + cz? + dz° (3.11)

ermittelt. (Ansatz als Polynom dritten Grades, da der Graph zu y = y(z) cinen Wende-
punkt haben muB). Die Konstanten a bis d wurden aus den zu yu(x1),y,(r1), y(22),¥'(z2)
gehérigen Wertepaaren bestimmt.

Die Funktion (tan 8)(f) = 27 fC'S wurde aus obigen Funktiondh S(f) und C(f) gewonnen.

Die durch Matching-Prozeduren hergesteliten Kurvenstiicke, z. B. y = y(z) fiir z; < 2 < zo,
wurden in den Bildern 4.6 und 4.7 punktiert.

Bemerkung: Vom mathematischen Standpunkt aus betrachtet, stort der Stilbruch : Bei
der Ermittlung von fg wird nur Stetigkeit gefordert, wihrend bei der S(x)-Bestimmung
die Glattheit einc Rolle spielt. Die theoretische Rechtfertigung dieser Prozedur ist in Be-
arbeitung. Fiir den langen ungeschlitzien Kreiszylinderkondensator besteht jedenfalls gute
Ubereinstimmung mit den exakten Werten.

3.4 Eine Abschitzung der Kapazitat fiir mittlere Frequenzen

Fiir die Kapazitat eines Tantal-Festkorperelektrolytkondensators (kurz Tt-FEK) beliebi-
ger geometrischer Form (bei sonst gleichen Bedingungen, wie Volumen, Materialkonstanten
usw.) kann man fiir den Bereich mittlerer Frequenzen cinen groBten Wert angeben:

Die in (3.2) eingefithrte Funktion Uy(7) geniigt nach (1.1) bis (1.3) dem elliptischen Rand-
wertproblem

AUy = 0, Uplr, =t und Uplr, = 0. (3.12)

Nach dem Maximumprinzip wird das Extremum der reellen Funktion Up(F) auf dem Rand
angenommen . Also gilt

0 < Up(F) < 1. (3.13)

Daraus folgt nach Volumenintegration iber den Bereich B mit (3.3) und

Viw f///l“/
B

0< P < Vek . (3.14)

Seien Pp und 3 zu zwei Kondensatoren gleichen Sinterkdrpervolumens Vs und gleicher
spezifischer Kapazitit ¢ aber verschiedener geometrischer Form gehdrige Werte.

Dann gibt wegen Cy = Pe der Koeflizient g
("'02 1’2

. M (3.15)

7= a; P

die VergroBierung (bzw. Verkleinerung ) der Kapazitit des Kondensators 2 gegeniiber dem
Kondensator 1 an. Wir wollen hier 3 den Iffektivitdtskoeffizienten nennen. (I3in besseres
Wort ist willkommen!).

Die durch Anderung der geometrischen Gestalt erreichte Einsparung an Tantal-Material p
ist dann

1
pomle (3.16)

Folgerung aus (3.14) und (3.15):

Durch ,bloBe Anderung® der geometrischen Gestalt 1aBt sich - bei sonst gleichen Bedingun-
gen - die Kapazitit cines beliebigen FICK maximal auf das

V. >
Nmaz = ;:\ == f(lChC (317)

steigern.

3.5 Kondensatorgeometrie und Kondensatoreigenschaften

Auf der Suche nach FEK mit giinstigen Eigenschaften wurde eine Reihe von Kondensa-
toren verschiedener geometrischer Form analytisch und numerisch (Differenzenverfahren)
untersucht. Eine Ubersicht gibt die Tabelle Bild 3.1.



Nr. | Gestalt (-—- Pot. 1, - - - Pot. 0)

Bemerkungen Literatur

1 | gerader Zylinder (lang od. endl. H6he) versch. Querschn. a,b num. realisiert [13]
[t £
] | -
(A
a b ¢
2 | endl. langer KZK (R,H, Innenr. — 0), Oberfl. Pot. 1 analyt. bis C() usw. [12]
2a | wie 2, aber Innenrad. aR # 0, Innenfl. Pot. 0 analyt. bis U(r,f) e

3 | langer KZK mit I, R, aR # 0

analyt.(exakt/matching) [ hier: 4.1

4 | flacher Kond.(muB nicht eben scin, z. B. Nr. 5) analyt.(ex./match.) hier: 6.1
Kugelkondensator (Radien R, aR), auB. Pot. 1, inn. Pot. 0 analytisch
lang. Kond.,rechteckige Grundfliche ///// analyt., Z berechn. [41
______ d
7 | M-fach geschlitzter KZK s. Bild 1.1 anal.: match. hier: 4
7a | wie 7, fiir M=1 an./match., num. (1]
8 | flacher mehrf. geschl. Kondensator —————— analytisch hier: 6.1

Bild 3.1: Ubersicht durchgerechneter Kondensatorgeometrien

Bemerkung #
Fiir die FEK Nr. 2, 3 und 7 licgen numerische Erfahrungen vor (s. [3]).

Es zeigte sich, daB Anderungen der geometrischen Form der Kondensatoren 1 bis 6 - cgal,
ob es sich um Kondensatoren belicbiger Gestalt oder um lange Kondensatoren handelt - bei
gleichem Anodenkdrpervolumen nur geringe Auswirkungen auf die untersuchten Kondensa-
torgroBen 7, Co, S und tan § haben. Dagegen fiihrt das Schlitzen bei den Kondensatoren
7 und 8 zu groBeren Anderungen. DaB sich 5 wesentlich andert, ist nach (3.13) und (3.14)
plausibel: Damit der Zahlenwert von P nahe dem Zahlenwert von Veg ist, muB U/(F) auf
moglichst vielen Punkten des Sinterkorpers nahe 1 sein. Das fithrt zur praktischen Konse-
quenz, méglichst viele kontaktierte Elektroden mit dem Potential 1 einzufithren. Das ist vor
allem in der Praxis dann bedeutsam, wenn die ‘Tantal-Festkorperelektrolytkondensatoren
relativ groB sind: Dann wird fiir jeden Kondensator viel Tantal benétigt, anderseits laBt
sich der pordse Sinterkérper dann besser schlitzen.

4 Aussagen fiir lange Kondensatoren

Der mathematischen Einfachheit halber wird hier der - in der Praxis oft realisierte - lange
Kondensator (vgl. Abschnitt 2) untersucht.

4.1 Der lange ungeschlitzte Kreiszylinderkondensator (KZK)

Der lange KZK habe den AuBenradius R, den Innenradius aR und die Hohe H. Gegeniiber
dem realen KZK im Bild 0.1 sei der (dort strichlierte) Elektrodendraht mit dem Radius alR
bis zur Deckfliache durchgezogen. Der EinfluB des AuschluBdrahtes werde vernachlissigt.
Das Randwertproblem (1.1) bis (1.3) geht dann iiber in

d? 1 d

T © ey

+ kU (r) = 0, (1.1)

—_—

U(R) =1 und U(al?) = 0. (4.2)
Die Losung lautet nach [4]

No(kaRR)ly(kr) — Io(ka ) No(kr)

U(ry =
() fo(kaRR)Io(kR) — To(kaR)No(kR)" (5]
Nach (3.3) und (3.17) ergibt sich daraus fiir mittlere Frequenzen
1 —a? .
I) = 2
(1 + 2Ina YR, (1.4)
L)+ (Ina)""(7/4 — a® — 3a*/4) + ((1 — a?)/Ina)?
Q= ~ 2
?=3 T+ (1= a))/(2Ina) " (4:2)
und
1 —a?
Nmaz = 7]maz(a) — (46)

1+ (1 —a?)/(2lna)’

Die letzte Gleichung sagt aus, wie schr man giinstigstenfalls bei einein langen KZK gleichen
Volumens und Materials durch bloBe Geometricinderung dic Kapazitit erhdhen kann. Niniz
ist nur vom Quolienten a aus Innen- und Auflenrvadius abhingig (Bild 4.1). Die Material-
cinsparung g = pi(a) kann dabei, wic Bild 4.2 zcigt, (im Grenzfall a — | ) maximal 50%
betragen.

"»ﬁ

Bild 4.1 bzw. Bild 4.2: Maximale Kapazititserhbhung nmar bzw. maximale Materialeinsparung jtmaz
eines beliebig geformten langen FEK gegeniiber einem langen KZK als Funktion vom Quotienten a aus
Innen- und AuBenradius
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Bemerkung

Das Ergebnis fmqz — 2 mit a — 1 und dic maximale Materialeinsparung sind offensichtlich
unabhangig von der konkreten Wahl der Beziehung v = y(w) in Gleichung (1.5).

Bisher wurde nicht erértert, wie man die Geometrie des langen KZK modifizieren kann,
um maximale Kapazitaten bzw. maximale Materialeinsparungen zu erzielen. Das soll in
Abschnitt 4.2 geschehen.

4.2 Der lange M-fach geschlitzte Kreiszylinderkondensator
4.2.0 Einleitende Bemerkungen
Der lange KZK werde mit M gleichartigen parallel zur Symmetrieachse liegenden Schlitzen

versehen (s. Bild 4.3). Diese seicn keilformig angeordnet mit dem Offnungswinkel 2a je
Spalt. Mathematisch leichter ist dies fiir geniigend tiele Spalte. Sei etwa

R, —aRR
(.—m,0<(<<l. (47)
4
r::u=1
s s W 3
b
bz €(1-a)R

Bild 4.3: Grundri des M-fach geschlitzten KZK

Solange von einem Durchschlagen abgeschen werden, also etwa die Bezichung
(R; — aR) > Spannung am FEK [ FEy. ) (1.8)

erfiillt ist, ist die Idealisicrung ¢ = 0 des bis zur Katode durchgeschlitzten KZK verwendbar.( Fg,i
ist dabei die kritische elektrische Feldstirke). Betrachtungen zu dem Fall € # 0 befinden sich im
Abschnitt 4.2.4.

Bemerkung 1:

Es reicht aus, eine der M Lamellen zu untersuchen (Bild 4.4). Die Berechnung des Gesamt-
stromes | des KZK erfolgt durch Multiplikation des Stromes I, in einer Lamelle mit dem
Faktor M. Nach Abschnitt 3.1 gilt dann fiir den geschlitzten KZK mit (3.4)

P=M Prawi @ = Qrams W= Wiswm » (1.9)
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Daraus kéunen die den Anwender interessierenden GroBen C, S, tan é bzw. 3 als Funktion
der Frequenz gewonnen werden.

Bemerkung 2:

Wie Bild (1.5) zeigl, besteht ein enger Zusammenhang zwischen der Betrachtung einer

Lamelle und cinem nur einmal geschlitzten KZK.
/7\\/3\

2| — +>él-

Bild 4.4: Eine Lameclle des M-fach bis zur Elektrode durchgeschlitzten KZK
Bild 4.5: Bis zur Elcktrode durchgeschlitzter KZK mit emem Spalt
Folgerung

Dic in [1] fiir einen cinspaltigen KZK durchgefiihrien aufwendigen Rechnungen lassen sich
auf den M-fach geschlitzten KZK {ibertragen, indem man

m
f=n—adurch gy = Vil

ersetzt und (4.9) beriicksichtigt.

4.2.1 Der bis zur Katode durchgeschlitzte KZK: I. Das Lésungsverfahren

Wir betrachten nun eine der M Lamellen des bis zur Katode durchgeschlitzten KZK. Sie
liege symmetrisch zur Abszisse (Bild 4.4).

Man mochte daran deuken, die Gleichungen (1.1) bis (1.3) - zumindest fiir nicht exakt losbare
Probleme - mit dem Ansatz

U= ill.(kz)‘

=0

zu bearbeiten. Dann ist nach Koeffizientenvergleich in (k?)
Al =0, Uy, =1, Uy, =0

und fiir i=1, 2, ...

AU.‘ = —U.'_l, U,|1~l = U,-"*z =0 .



Problematisch ist dabei das Anpassen der Losungen der inhomogenen partiellen Differentialglei-
chungen an die Randbedingungen.

Wir arbeiten in folgenden Schritten:
Schritt 1:

Durch Einfithrung von Polarkoordinaten gehen die Gleichungen (1.1) bis (1.3) iiber in

0% 10 1 9?

(A+ K)U :=(m+;7()—;+’75?+k2)(/(r,v)=(), (1.10)
U(R,p) =1, (4.11)
U(aR,p) =0, (4.12)
Ur,Bu) = 1. (4.13)

Dabei gilt
0<¢<fum (4.14)
und

aR<r<R. (1.15)

Bemerkung 1:

In (4.14) und (4.15) stcht das Symbol < wegen des Potentialsprungs .
Bemerkung 2:

Aus Symmetriegriinden ist die Beschrinkung auf nichtnegative ¢ maglich.
Schritt 2:

Das oben angefiihrte Randwertproblem (RWP) wird aufgespalten:

Ur,p) = Ul(r,0) + UM (1, 9), (1.16)
wobei U dem RWP

(A+ KU =0, U (aRp) =0, U (R,@)=1,U(r,By) =0 (1.17)
und /1 dem RWP

A+ kYU =0, UMM aR, @) =0, UM (R, o) =0, U (r, fay) = 1 (1.18)

geniigen soll.

Schritt 3:
Jedes Teil-RWP (4.17) und (4.18) wird fiir sich mit dem Produktansatz

Ur,0) = R(r) - ®(¢) (4.19)
gelost durch Binsetzen in die partiellen Differentialgleichungen
(A+ kU =0.

(Wir lassen die Hochzablen I und 11 weg). Die so entstehenden gewshnlichen Differential-
gleichungen

d? 3
(d_(,;l +A%)¢=0, (4.20)
d* 1 d

A2
= —— _— R =0 mi L X
i + o + (1 po )) B=0mit p:=kr (4.21)

werden den Randbedingungen angepaBt. Das fiihrt zu zwei Eigenwertproblemen mit den
Iigenwerten A,y n € I U! bzw. U berechnen sich daraus nach

U(re) = 32 Ran(r) - 00, () - (4.22)

Schritt §:
Berechnung von {/(r, ) nach (1.16).
Bemerkung:

Das RWP (4.17) fiihrt aul bekannte Weise zu der Bedingung
cos(A! Par) =0

mit Eigenwerten A | n € I' und einem vollstdndigen, orthogonalen System von Eigenfunktionen

n

(Winkelfunktionen).
Das RWP (4.18) ergibt nach der Bedingung

Ia(kal?) J_x(kR) — I\(kR) J_x(kal?) =0 (4.23)
ws n € I Die resultierenden Besselfunktionen haben daher kom-

plexen Index und, da k komplex ist, auch komplexes Argument. Sie werden in [4] mit dem
Schmidt’schen Orthogonalisierungsverfahren behandelt.

kompleze Vigenwerte Al

Im nachsten Abschnitt gehen wir anf einige dabei bemerkenswerte Besonderheiten ein.
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4.2.2  Der bis zur Katode durchgeschlitzte KZK: 1. Ausfiihrungen zur Losung
des Randwertproblems (4.18)

Wir besprechen nun das Losen von (1.18) genauer. Die beiden gewdhnlichen Differentialglei-
chungen (4.20) und (4.21) fiihren mit A = 17 zu den Fundamentallésungen cosh r, sinh o

bew. Ji (kr) | J_i. (kr).

Wegen der Symmetrie steht in der Losung von (4.19) nur

d.(p) = coshre |

wihrend die allgemeine Losung von (1.21)
. (r) = C\Jiy (k) + Cpd i, (k1) (1.21)

lautet.

Einschub 1

Wir betrachten nun die Lésung von (4.18) in nullter Niherung von k. (4.21) geht dann
nach Multiplikation mit A*7% in die Eulersche Differentialgleichung

2
(7‘2(%5+r;77 + 7R, =0 (1.25)

mit der allgemeinen Losung
R.(r) = Cycos(rinr) + Cysin(rinr) * (1.26)

iiber.

Die zweite und dritte Gleichung von (4.18) fithren wegen (1.19) zu den Bezichungen R, (aR2) =
R:(R) = 0. Sie sind nichttrivial 16shar, wenn sin(rina) = 0. Die Bigenwerte 7, und die
zugehorigen Eigenfunktionen lauten

o i %I , me€l und e'™* . (4.27)

Dabei wurden die GroBen 7' := —Ina und z := Inr cingefithri. Die letzte Gleichung von
(4.18) ist also wegen (4.22) cine Fouricrentwicklung beziiglich z, wenn wir U (r, Bpr) in 2
periodisch fortsetzen, etwa in der Form

U”(r,ﬂM) =1, —T<z<0und U”(r,ﬂM) =-1,0<z<T. (1.28)

Einschub 2

Aussage iber die Eristenz von Figenwerten

Fiir

2
i
Il > 1

20

geht (4.21) in die Eulersche DG (4.25) iiber. Daher darf man annehmen, da8 (4.21) ebenso
wie (4.25) abzidhlbar unendlich viele Eigenwerte hat. Das miiite noch niher untersucht
werden.

Wir setzen nun die am Beginn des Abschnitts 4.2.2 begonnenen allgemeinen Uberlegungen
fort.

Die logisch einfachste Variante der Lésung des Problems wire:

Schritt I: Reihenentwicklung der Besselfunktion J;,(kr). Mit z := Inr entsteht mit I'(v +
1) =vl'(v)

k.. 1 4 k2r? ket
Jerlkr) = (3) “Phiaen [l_fl(1+ir)+32(l+i-r)(2+i'r)_+'"] (28

Schritt 2: Einsetzen in die Bestimmungsgleichung fiir die Eigenwerte T
Jir(kalt) J_i (kR) — Jir (kR) J_ir(kaRR) =0 . (4.30)

und Ermittlung von 7 .

Schritt 3: Aufschreiben der letzten Gleichung von (4.18), Fortsetzen auf das Intervall 0 <
2 < T ergibt

Z(:()sll(T{h,)(C.J,,(kr){CgJ_.,(kr)) =1, T<z<0bzw. =-1,0<2<T.(4.31)

Dies ist periodisch fortzusetzen fiir alle reellen z und die Fourierentwicklung durchzufiihren.
(Vgl. Einschub 1).

In [1] wurde das Problem auf dem in Abschnitt 4.2.3 zu beschreibenden Weg gelést.

4.2.3  Der bis zur Katode durchgeschlitzte KZK: III. Lésung mittels Orthogo-
nalisierung nach E. Schmidt

Wir spalten zunéchst von Ji,(kr) in (4.29) den r-unabhangigen Ausdruck ab, indem wir
schreiben

Jir(kr) = A(it) - I (r) , (4.32)

wobei gesetzt wurde
. k.. 1
A(ir) == (5) m ’

I\.Zr'l kd,,d

N e T Ll

L(r) ="

Betrachten nun voriibergehend z := kr und 7 als reelle GroBen, um 7,(r) zu zerlegen:
Lr)=0_ 410, , &_:= Re I,(r), &4 := Iin I,(r). (1.34)
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So folgt

128
P =cosrz= W-;_TT)(”)S T2 4 TsinTz2)
. )
to——— (2 = T*) cos Tz 4 drsinTz] — ...

3201 + 72)(1 + 12)

Fiir @, entsteht ein analoger Ausdruck.

Schreiben nun statt (4.24) die Beziehung
R(r)=C_0_(r)+ Ci®y(r). (1.35)

Ermitteln nun durch Gleichsetzung von (4.21) und (14.35) C_ und €'y

Die zweite und dritte Gleichung von (1.18) fithren zu It (aR) = R, () = 0, woraus fiir die
Eigenwerte 7 die Bestimmungsgleichung

®_(kaR) , (kR) — d_(kR) - &, (kalt) = 0
resultiert. In [4] werden dicse Eigenwerte
T =7 + k2.7 4 gt 2D (4.36)

explizit angegeben.  Finsetzen von (1.36) in ®_ und & ergibt die sigenfunktionen ¢_,,
und &4,

Die letzte Gleichung von (4.18) liefert damit die Bezichung

SCam®-n(r) + Com @y (1)) cosh(7fag)) = | (1.37)

In [4] wurde bis O(k") genau gearbeitet, die Eigenfunktionen vor dem Einsetzen ortho-
gonalisiert und dabei die sich aus Einschub 1 ergebenden Vercinfachungen (betreffs der
Fourierentwicklung in z = Inr) beriicksichtigt. Wir diskuticren weiter unten nur die Ergeb-
nisse.

Bemerkung 1:
Bei der Orthogonalisicrung der ®@-Funktionen treten die inneren Produkte

"
(®,,®) := /<i>,(z)d>,(z) dz , miti,jer (4.38)
-7

auf. Daher kommt cs, daB U'! in den Bezichungen (3.1) und (3.2) von k2 abhingt.

4.2.4 Die Betrachtung des Einflusses vom Spaltpotential
Fiir relative Schlitztiefen e < 1 (Bild 4.3), in der Praxis fiir € < 1/4, kann der bis zur Katode

durchgeschlitzte KZK der letzten beiden Abschnitte als gute Niherung betrachtet werden.
Das wird durch physikalische Betrachtungen und numerische Experimente plausibel.

Physikalische Uberlegungen:
Sei

l<eka (4.39)
und

(1 —a) K 2ac . (4.40)
Dann kann der im schraflierten Bereich von Bild 4.3a, bzw. der in Bild 4.3b nochmals

skizzierte Ausschnitt, als flacher Zylinderkondensator mit den Abmessungen 2aa 2 mal ¢(1—
a)l? mal 1l gedeutet werden.

b=Re(4-al)= R(1-a) (im Bild)

= Ak
b W,—“-\\(‘/

b=§(1-a)R '

Bild 4.3a: Ein Ausschnitt von Bild 4.3 Bild 4.3b: Ein Ausschnitt von Bild 4.3a Bild 4.3c: Diskretisierung
beim numerischen Experiment

Eine Lamelle des realen Kondensators (Bild 4.3), Index sei 1, entsteht durch Parallelschal-
tung ciner geschlitzten Kondensatorlamelle (Bild 4.4) (zugehérige elektrische KenngroBen
scien nicht indiziert) mit dem Flachkondensator von Bild 4.3b (Index sei 2). Also gilt fiir
die dazugehérige Impedanz 7,

1 1 |

Zzz-f-zz_.

Nach (3.1) folgt daraus
PO+ QK+ WE?) = P (14 Q k* + Wik?) 4 P(1 + Quk* + Wak?)
wobei fiir P, Q und W
Pi=Pi+ Py QU A+ ) i= PQy+ PQy, (P4 )W = DWW, + W, (4.41)
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gilt (erhalten durch Koelfizientenvergleich in &%, &2, A2). Fiir nicht zun grofie (“)"'nungswinkvl
2c kann der in Bild 4.3b symbolisierte Kondensator als eben und flach betrachtet werden.

Dann gilt (s. Anhang)
| ;
Py =aac(l —a)- B, Q, = E(‘(1 —a)’R?, Wy, =0. (1.42)

Wegen (1.40) sind P, bzw. Q; klcin gegeniiber Py und Q.

Bemerkung 1:

Falls (4.39) verletzt ist, kommt man u. U. mit anderen Kondensatormodellen als in Bild 4.3b
skizziert weiter.

Bemerkung 2:

Bei diesen Betrachtungen ist die Voraussetzung wichtig, daB der Bereich B des Sinterkorpers
emfach zusammenhdngend ist. Nur so kann garantiert werden, daB die GroBe k, berechnet nach

(1.4), (1.5) und (4.43), wonach g, ~ 1/Vgg ist, in den parallel geschalteten Kondensatoren gleich
ist.

Numerische Erperimente:

Numerische Rechnungen, von MULLER (14) fiir cinen einfach geschlitzten KZK durch-
gefiihrt, bestitigen den geringen EinfluB der Spaltticfe auf die elektrischen KenngroBen.
Das erhellt bereits ein Blick auf cinige Gitterpunkte, dic bei der Diskretisierung verwendet,
wurden (Bild 4.3¢). Dabei wurde mit Netzen gearbeitet, die zum Spalt hin engmaschiger
werden (s. [4] Abschnitt 8). Miiller verwendete Netze von 5 mal 6 Maschen bzw. 20 mal 20
Maschen. Ansitze, den Begrill der Greenschen Funktion auf Diskretisierungsverfahren zu
iibertragen (WINDISCIHI [18]), stellen die Verfeinerung solcher Betrachtungen in Aussicht.

4.3 Zahlenbeispiele zu 4.1 und 4.2

Zu den Abschnitten 4.1 und 4.2 wurden u. a. Rechnungen fiir den ungeschlitzten und
geschlitzten KZK fiir a=0,2; R=0,15 cm; H=0,7 cm; M=12 Spalte; 2a = 2° mit den Mate-
rialkonstanten p = 1002 em; ¢ = 2,5 107" Fem ™2, und tan &y, = 0,01 durchgefiihrt.

gr in (1.5) wurde nach cinem Hinweis von Langer nach der Beziehung

1
== mil R, =2 107¢ A3
ar - vigmsey mi ; ] (4.43)

ermittelt und die Kurven von C, S und tané in Abhingigkeit von [ in doppeltlogarith-
mischem Mafistab dargestellt: in Bild 4.6 fiir den ungeschlitzten und in Bild 4.7 fiir den
geschlitzten KZK. Hierbei sind die durch Glittungsprozeduren gewonnenen Kurven punk-
tiert dargestellt (s. Abschnitt 33). Die Bilder 4.8 und 4.9 enthalten daraus ‘Teilkurven, die
im linearen MafBistab dargestellt wurden.

Bild 4.6: Kapazitat C, Ohmscher Widerstand Rg und Verlustfaktor tan § als Funktionen von der Frequenz
f beim langen ungeschlitzten KZK fiir a=0,2

Bild 4.7: C, Rs und tan § als Funktionen von f beim langen geschlitzten KZK fir a=0,2; M=12; 2a = 2°
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Bild 4'8: Der Verlustfaktor tané als Funktion von f fiir den langen ungeschlitzien KZK und den fangen
geschlitzten KZK (wie bei den Bildern 4.6 und 4.7)
Bild 4.9: Der Ohmsche Widerstand Rs als Funktion der Frequenz £ fiir den ungeschlitzten und den
geschlitzten langen KZK (Vgl. Bilder 4.6 und 4.7)
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4.4 Diskussion und Schlufifolgerungen

Der Vergleich der in den Abschnitten 4.1 bis 4.3 erhaltenen Resultate zeigt:

Durch das Einfiigen von Schlitzen in den langen KZK werden einige elektrische Kenngréen
im Interesse der Anwender giinstig verandert. Die Anderungen sind abhingig von der Anzahl
M der Schlitze, dem Offnungswinkel 2a, dem Quotienten a aus Innen- und AuBenradius,
der Schlitztiefe Bz — a - 2 und natiirlich von den Materialkonstanten. Ist der Schlitz jedoch
geniigend tief, d. h. nach (4.39) ¢ € 1, so kann sein EinfluB vernachlassigt werden.

Im Einzelnen sind folgende Ergebnisse zu verzeichnen:

1. Durch das Schlitzen wird der Frequenzbereich fast konstanter Kapazitat Cy stark ver-
groBert. D. h. die Grenzfrequenz fg, die etwa der kritischen Frequenz fi,; entspricht (s.
Abschnitt 0) steigt an.( Nach den Bildern 4.6 und 4.7 ist das etwa der Faktor 10.) Dieser
Iiffekt ist nicht neu und experimentell bestitigt (vgl. (8]).

2. Sind die Schlitze zu breit, dann wird die Kapazitit Cy, fiir mittlere f gegeniiber der
Kapazitat Cy, des ungeschlitzten KZK wegen der Verminderung des Volumens Vsgx des
Sinterkérpers stark ab. Gelingt es jedoch, M geniigend schiale Schlitze einzufiigen, also
den Winkel 2a kleinzuhalten, so ist es - nach den vorliegenden theoretischen Untersuchungen
- sogar mdoglich, bet gleichem Radius R, gleichem Innenradius a - R und gleicher Hohe H die
Kapazitit Cy zu steigern: I Idealfall nach (4.6) auf das

Vsie 1 —a? sl
maz & T = e — fache!
T 2 1+ (1=a?)/(2lna)

Letzteres toifft fiir den langen KZK zu, wenn die Schlitzanzahl M — oo und der Offnungs-

. winkel 2a — 0 geht. Die damit verbundene Materialeinsparung 0 = 1 — 1 /5 kann dabei bis

zu 25% (im natiirlich nicht realisierbaren Grenzfall @ — 1 —0 sind das sogar 50%) betragen.
(In den Beispiclen, Bilder 4.6 und 4.7, ist die Bffektivitit n = 1,25. Dem entspricht eine
Tantaleinsparung von 20%).

Bemerkung 1:

Im Anhang wird durch Parallelschaltung flacher Kondensatoren also auf ganz anderem Wege gezeigt, daB
der (in Abschnitt 3 behandelte) Effekt der KapazititsvergroBerung physikalisch tatsichlich existieren muf.

Bemerkung 2:

Bedingt durch die Feinheit der Poren des Sinterkorpers und die Beeintrichtigung sciner mechanischen Sta-
bilitat gibt es untere Grenzen fiir den Schlitzwinkel 2 und obere Grenzen fiir die Schlitzanzahl M. (Kine

saubere Untersuchung dieser Finfliisse erfordert ein stochastisches mathematisches Modell!).

3. Durch das Schlitzen werden gleichzeitig fiir einen Teilbereich der mittleren Frequenzen,
der technisch oft. bedeutsam ist, der Ohmsche Widerstand S (in den Kurvenbildern Rg) und
der Verlustfaktor tan é merklich verringert.(In den Bildern 4.8 und 4.9 ist das fiir Frequenzen
von 10%s! bis 10°s™" eine Verringerung auf den Faktor 1/2 bis 1/3 des Wertes von Rg baw.
tané).



5 Endlich lange Kreiszylinderkondensatoren

a5 i 3tas : s e 5,
Fiir solche Festkérperkondensatoren sind erst quantitativ befriedigende Aussagen zu er-
warten nach Loésung der Kondensatorgeometrie Nr. 2a von Bild 3.1 fiir a # 0 und der
dreidimensionalen Lésung des Falls des endlich langen KZK.

Iier untersuchen wir nur die Fille (1 —a) < 1 und a < 1. Nach (3.17) ist fiir den endlich

langen KZK der Abmessungen R, aR und H

V_q;\' N(I- az)[{zll
Nmar = P - p T (5.1)

auch noch fiir die Grenzfillea - 0 und a — 1 — 0 angebbar.

5.1 Der diinnwandige KZK: (1 —a) < 1

Seien R und H von gleicher GréBenordnung. Dann ist der Tantal-FEK fiir H > (1 ~a)R
als flacher Kondensator der Fliche 2r RH und der Héhe (1 — a) R betrachtbar. D.h. wir
vernachldssigen den Strom durch die Grund- und Deckfliche gegeniiber dem Strom durch
die Mantelfliche. Nach dem Auhang gilt fiir den Flachkondensator

1 1 .
P 3" Flacche - Hoche = 3 2nRH - (1 —a)R=n(1 —a)R?N (5.2)

woraus nach (5.1)
Nmar =1 +a fuer 0 <1 —a <1 (5.3)

folgt, also ez — 2 fiir a — | — 0 wie fiir den langen KZK.

5.2 Der KZK mit diilnnem Katodendraht: « < 1

Die Verfasser konnten zeigen, daB fiir den KZK endlicher Hoéhe H mit dem AuBenradius R
fir verschwindenden Innenradius die von LANGER angegebene komplizierte Beziehung (s.
[12] Seite 103 Gleichung (149)) sich fiir /1] < 3/4 bei geringem relativen Fehler (< 5%)
radikal vereinfachen 1Bt zu dem in R/H linearen Ausdruck

R . 1
P=1r(1+[i-ﬁ)-llzllmztﬂ=8~ — ~ 0,647 . (5.4)

M3

Dabei sind «; die Nullstellen der Besselfunktion J,(z). Also gilt fiir den Grenzfall

1
G540 o™
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6 Anhang: Eindimensionales Verstindnis der Ergeb-
nisse von Abschnitt 4

In diesem Abschnitt des Anhanges soll gezeigt werden, daB die beim geschlitzten FEK
auftretenden physikalischen Effekte, die in Abschnitt 4 hergeleitet wurden, bereits im ein-
dimensionalen Fall verstanden werden kénnen.

6.1 Der geschlitzte flache Zylinderkondensator

Die N Elektroden seien (diinne!) parallele Leiterplatten, deren Flichen A gro8 gegeniiber
dem Quadrat ihres Abstandes s voneinander seien.(IZs sei z. B. durch Anbohren der Lei-
terplatten dafiir gesorgt, daB der sich zwischen den Platten befindende porése Sinterkorper
cinen einfach znsammenhangenden Bereich B darstellt, damit g, und damit k fiir den ganzen
porosen Sinterkorper im Mittel den gleichen Wert haben. Vgl. Abschnitt 4.2.3 Bemerkung

2).

P

————

. =
x=-H ;\\\\\ u, VA

Bilder A1.1,A1.2: Geschlitzter flacher Zylinderkondensator fiir N=3 Elektroden

Dann ist das cindimensionale RWP

U™(z) + k*U(z) = 0 (6.1)
mit den Randbedingungen (hier fiir N=3 aufgeschrieben)

U, —0) = Uy, U(+0) = Uy, U(=0) = Uy, U(=Hy+0) = U, (6.2)

zu losen.(Man beachte, daB fiir die innere Leiterplatte zwer Randbedingungen aufzuschrei-

ben sind).

Die Gesamtstromstarke ergibt sich wegen der Stromdichte

/
ite) = =T8I g (6.3)
zu
lyes = AGH(I) = 0) = j1(+0) + j11(=0) = jar(~ 113+ 0)) , (6.)
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woraus nach Taylorentwicklung der Winkelfunktionen bis zu Potenzen in k' genau iiber die
hnpedanz nach (3.1) P und Q folgen (W ist gleich Null). 7. B. fiihrt Uy = Uy =1 und
Uy =0 zu

I 128 + 13

P= Il = A = —_— :
Uh+3)4.@ = 55, 15 (6.5)

Weitere Ergebnisse sind in Bild A1.3 tabelliert. (Schlitzabstande wurden gleich gewahlt).

Nr. | Kondensatorgestalt P Q n
All i7
! T T=e
. am
2 T - !
; A
3 & 3 1
y 3 A o]y 3
2" 4 2
Schlitz IMET AN IMET
5 M Schlitze | 2774 . 4] qull—)‘f Ml
e
___________ 'H/(M04)

Bild A1.3: Tabelle ciniger geschlitzter Flachkondensatoren

Die Tabelle macht deutlich: Durch Einfiigen von M Leiterplatten mit dem Potential 1 kann
die Kapazitit Cy des Kondensators Nr. | erhoht, maximal (fiir M — oo ) verdoppelt,
werden, wahrend der Ohmsche Widerstand S und der Verlustfaktor tan wegen des kleiner
werden Q stark abfallen gegen Null. Die Grenzfrequenz fi nimmt wegen der mit M groBer
werdenden Fliche Ag, die das Potential 1 besitzt, zu.

Bemerkung 1:
Im Fall von Bild Al1.2 ist Ay = 3A, da die innere Fliche doppelt zihlt.
Bemerkung 2:

Die Ergebnisse der Tabelle sind durch Paraliel- bzw. Hintereinanderschaltung von ungeschlitzten
Flachkondensatoren (Kondensator Nr. 1 von Bild A1.3) erhaltbar: Z. B. erhilt man Kondensator
Nr. 4 durch Parallelschaltung von Kondensator Nr. 1 mit Plattenabstand H und Nr. 1 mit
Plattenabstand H/2 .

Bemerkung 3:

Exakterweise miifite das oben angedeutete Anbohren der Leiterplatten in der Rechnung beriick-
sichtigt werden, die bewirkt, daB B einfach zusammenhingend ist. Das soll in dieser Arbeit nicht
geschehen.
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woraus nach Taylorentwicklung der Winkelfunktionen bis zu Potenzen in k* genau iiber die

Impedanz nach (3.1) P und Q folgen (W ist gleich Null). Z. B. fiihrt Uy = Up = 1 und
Uz =0 zu

H, 128} + H} -
P=(t+)4.0= 5ol + H,

Weitere Ergebnisse sind in Bild A1.3 tabelliert. (Schlitzabstinde wurden gleich gewahlt).

Nr. | Kondensatorgestalt B Q n
Z
P R S
2 [ ég %1 1
e ;Hﬂ-
e AH &
3 | w3 ______A_._.L 2 B 1
__________ ¢
p—— 7::4 3
4 R, e 2 2
S
B — T g M1
5 M Schlitze 2,c,l+1‘ -4 Br+1)2 M+

d

3 H/(M+4)

P

Bild A1.3: Tabelle einiger geschlitzter Flachkondensatoren

Die Tabelle macht deutlich: Durch Einfiigen von M Leiter‘platten"mit dem Potential 1 kann
die Kapazitit Co des Kondensators Nr. 1 erhéht, maximal (fir M — oo ) verdopPelt
werden, wihrend der Ohmsche Widerstand S und der Verlustfaktor tan 6 wegen des kle:ner
werden Q stark abfallen gegen Null. Die Grenzfrequenz fg nimmt wegen der mit M gréfier
werdenden Fliche Ag, die das Potential 1 besitzt, zu.

Bemerkung 1:
Im Fall von Bild A1.2 ist Ag = 34, da die innere Fliche doppelt zahlt.

Bemerkung 2:

i i i - i inanderschaltung von ungeschlitzten
Die Ergebnisse der Tabelle sind durch Parallel- bzw. Hintereinan '
Flachkindensatorcn (Kondensator Nr. 1 von Bild A1.3) erhaltbar: Z. B. erhélt man Kondensa.tc.)r
Nr. 4 durch Parallelschaltung von Kondensator Nr. 1 mit Plattenabstand H und Nr. 1 mit

Plattenabstand H/2 .
Bemerkung 3:

Exakterweise miiite das oben angedeutete Anbohren der Leiterplatten in der Rechnung ?)eri?ck-
sichtigt werden, die bewirkt, daB B einfach zusammenhéngend ist. Das soll in dieser Arbeit nicht

geschehen.
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6.2 Der ungeschlitzte und der geschlitzte KZK

Der letzte Abschnitt 148t uns die im Hauptteil der Arbeit erhaltenen Ergebnisse vom unge-
schlitzten und geschlitzten KZK fiir a nahe 1 verstehen.

\, 1
El_ ag\
o v

\\i,&

Bild A1.4: Ungeschlitzter KZK fiir @ — 1 Bild A1.5: Geschlitzter KZK

Der ungeschlitzter KZK: Sei a =1 —¢ mit 0 < € < 1. Nach Abschnitt A1l (Bild A1.3, Nr.
1) ist er als flacher Kondensator mit der Fliche 2rRH und der Héhe ¢R auffaBbar (Bild
Al.4). Danach ist Py ~ (1 — a)rR*H. Das gleiche Ergebnis erhilt man aus (4.3) mittels
Taylorentwicklung.

Den unendlich oft geschlitzten KZK kann man sich realisiert denken durch Einfiigen von
M — oo kontaktierten Schlitzen (Potential 1) (Bild A1.5), die einen Abstand h = 2r RIM
voneinander haben. Die Schlitze sollten, um ein Durchschlagen zu vermeiden, nicht ganz bis
zur Katode, die den Radius aR hat, durchgesigt sein. Ein einziger Schlitz davon sei auf Po-
tential null. Das dndert kaum etwas am Gesamtfeld. Da Randeffekte vernachlissigbar sind,
biegen wir den Kondensator in Gedanken auf und erhalten nach Bild A1.3, Kondensator
Nr. 5: Pg = Flaeche mal Hoehe = (1 —a)RH - (1 + a)mR = (1 — a®)x R2H , da die Fliche
des Schlitzes (1-a)RH, die mittlere Hohe des Kreisrings (2ra RH +2rRH)/2 = (1 +a)n RIH
ist.

Also gilt in Ubereinstimmung mit (4.6) fiir

; ; Pg
a — 1 — 0 die Bezichungn - — =2 -0 .
Py
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